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VII-2. 

1. In un aperto 2 di R", n2=2, si consideri l'operatore a 

coefficienti reali 

(1.1) L= L 2,0, sp+L hire c.d. 
i r 

ri Lol 
tI 

dove B = Cb; ;) è una matrice simmetrica semidefinita positiva in ogni pun 

to di 92. 

Nello studio della regolarità locale delle soluzioni dell 'e- 

quazione Lu = f, si presenta sovente il problema di determinare un numero 

reale positivo e(< 1) tale che 

criteria | } (1.2) Null < Cllu; UE Culi + [ L bi; du du dx)" , 

Qi, 

per ogni u e C (9) con supp ut KCC 9, C=C(K,e) > 0. Quill Il indica la 

norma di L, e UA la norma dello spazio di Sobolev H°. 

Nel seguito, per indicare che vale (1.2), scriveremo 

(1.3) M CH 

1° 
no C° » Si ricava, come noto, la ipoellitticità di L in 9. D' altra parte, 

Dalla disuguaglianza (1.2), se i coefficienti b, sj” b., € so- 

anche nell'ipotesi di sola misurabilità per i coefficienti di L, dalla 

(1.2) si possono ricavare utili informazioni sulle soluzioni deboli di 

Lu = 0 quali, ad esempio, la loro limitatezza locale. 

Nel corso di questa esposizione ci limiteremo a considerare 

il problema (1.3) per gli operatori a coefficienti C°; in questo caso 

Fefferman e Phong hanno otténuto, molto recentemente, un risultato defi- 

nitivo ([2]). 
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Nel caso non regolare i] problema è stato studiato, in una si 

tuazione particolare, in [3]. 

‘ Se l'operatore L si può scrivere nella forma seguente 

di 

n 

dove d; = va a, A dk j = 1,...,p, sono operatori del primo ordine a 

coefficienti C°, risulta 

P , 

(1.5) Il us HI! = Ilull+ RI ul 

ed allora, perché valga (1.3), è sufficiente che risulti soddisfatta la 

seguente condizione di Hormander ([6]) 

(H) rango L(X 1° ssh n (x) =n, VxEaA, 

dove LX,» ++ ,X_) indica l'algebra di Lie generata dai vettori 

(#) . 
X. csi : sd = 1i2anos Ph 
7 ing) P 

Sotto questa ipotesi si può dare una precisa stima dell 'ordi- 

ne dello spazio HS contenuto in W.. A questo scopo introduciamo alcune no L 

tazioni che utilizzeremo anche nel seguito. 

Se I (ippici) è un multi-indice a valori in {1,2,...p}, 

poniamo |I| = k ed indichiamo con X] l'operatore differenziale 

n 
(*) Converremo sempre di identificare l'operatore differenziale È ii 9; 

col :campo vettoriale (aj»- +39, Ja j 
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tal ® . 

wr a , sel= li,» i.) 

[X l se I = (ippici p)» ké24. a , 
U (is. sip) 

Diremo che X, è un commutatore di ordine |I| dei campi VITZZETO SE 

Teorema 1.6 (Rothschild-Stein 7 ). Risulta 

1/m Gi ML H 

se, VKC 9, Vx E K, esistono n multi-indici LyaeccoJn tali che 

i) XI (x) ap 0) sono linearmente indipendenti; 

ii) Fila Hpl sm. 

Esempio 1.7. Consideriamo in pì l'operatore 

+ (x Lay, 

f 0 0 
2 

B=|0 x x, 

0 X 1 

Il più piccolo autovalore di. B è = 0 e, quindi, L non è ellittico in nes- 

sun punto di R3. 

D'altra parte X = lx, o] = a ;3 pertanto, essendo (1,2) 2 
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1 0 0 

detlX, 3X2X(4,2)! =| 0 x, 1 =-1, 

i 0 1 0 

5% 1 2) sono lin. indip. in ogni punto di RP, Essendo poi, ovviamen- 

te, |(1)|, |(2)|, |(1,2)| < 2, per il Teorema 1.6 risulta 

1/2 WS H 

Se i coefficienti di L sono analitici reali e se L si può scri 

vere nella forma (1.4), la condizione di Hòrmander (H) è anche necessaria 

per l'immersione W, G #°, per un opportuno e > 0 ((1]). 
L 

Una condizione necessaria e sufficiente, nel caso C , è stata 

fornita da Fefferman e Phong ([2]); tale caratterizzazione è di tipo geo- 

metrico e si esprime in termini delle proprietà di una distanza d associa 

ta in modo "naturale" all'operatore L. 

2. CARATTERIZZAZIONE GEOMETRICA DELL 'IMMERSIONE ML ok 

Pi2 
Consideriamo dapprima il caso in cui L= » Ri Supponiamo pd 

che per ogni coppia di punti x,y € 2 esista una curva’ Y(, È = y:[0,1]* 9, 

cl!) a tratti e tale che 

(2.1) (0) = x, y(1) = y 

(2.2) v(t) " 

uMmtq 

A, (8) x; (y(t)) 

dove X = (Aa) [0,1] + RP è una funzione continua a tratti. 
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Se indichiamo con A la matrice 

A = [XK 90+,) E 

la (2.2) si scrive così 

(2.2') Y(t) = Aly(t)) Mt) , 

e y è soluzione del problema di controllo 

x = A(x) Mt) 

x(0)=x, x(1)=y 

disuguaglianza seguente: 

Ora, se 0<e < 1, l'immersione LI Ga conseguenza della 

2 p 
(2.3) J[ n) cu dx dy <C f, (£ 

SxS |x-y] RO j=1 
IA 

2 
X.u dx. , Rij ul5) 

dove S è una sfera di centro l'origine e raggio r = 2 diam(K), 

Q22 K 2 supp u (non è restrittivo supporre 0 € K). 

Utilizzando la curva y, si ha 

1 

put) - u(y)1? = | (uty(t))) deli = 
0 

1 i 

if < Vu(y(t)),j(t) > dt|° = SI < Vu(y(t)),A(y(t)) x(t)> dt] = 
(o) Co) 

(indicando con A' la trasposta di A) = 
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1 
& | <AÒ(y(t)) Vuly(t)) - x(t) > dell $ 

(0) 

1 
s I 

(0) 

T 2 1 2 
JA (y(t)) vuly(t))|" dt) ( |A(t)| dt = 

(e) 

1 p 2 1 5 
= ( IX (rl) u(y(t))| dt) f |a(t)|" dt) . 

(o) j=1 J (o) 

Posto 

; 2 1/2 
(2.4) I, (v) = | |A(t)|" dt) 

(o) 

risulta 

. 2 _ 1 2 I, (Y)dx dy 
f ata) a dx dy ‘| dt fl ) ]x.u)(y(t))] ip 

Sx S |x-yl o) SxS j=15 ey "TCS 

Supponiamo ora che per ogni fissato (t,x) e [0,1] x S, 

z=vy(t) ® hx net) sia un cambiamento di variabile con |az/ay| SC, C 

indipendente da (t,x). Allora: i 

2 ulv)12 1 p 
(2.5) [I Li i dx dy $ [ dt [ D |X, u(2)|? dz - 

Sx S |x-y] 0 RO j=1 0) 

2 

: [ 120, y(2))! 
s |x- y(2) [ME 

Da questa disuguaglianza si ottiene la (2.3) se 

(0) (2.6) La (Y(x,y)) £ Clx - vl 

per una opportuna o > e. 
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Per ottimizzare la stima (2.5) risulta quindi conveniente sce 

gliere, fra tutte le curve y verificanti (2.1) e (2.2) (ammesso che ve ne 

siano sempre) "quella che minimizza" il funzionale Li. 

Se chiamiamo d, (x,y) tale "minimo" e se risulta, per ogni com 

patto K di 2, e per ogni%,y € K, 

d (x,y) s C|x - y|” î Ce, 

con o > 0 indipendente da K, allora, per quanto precede, risulta 

MWGH, Ve<co 

Appare dunque chiaro che il problema della immersione (1.3) è 

legato alla controllabilità e alle proprietà dei controlli del sistema 

x = A(x) Mt) 
(2.7) 

x(0)=x, x(1)=y 

Nel seguito supporremo pertanto che il sistema (2.7) sia con- 

tnollabile; esista cioè, V x,y € 2, una funzione 1: [0,1] + RP, continua 

a tratti e limitata (un controllo) tale che il sistema 

X = A(x) A(t) 

x(0) =x, x(1)=y 
Ù 

ammetta una soluzione A: [0,1] + 9, continua e cl!) a tratti. Chiameremo 

L-ammissibile ogni curva y del tipo ora detto e porremo 

1 1 
Ln) = f late) 12 at)!/2, 1,0) -[ [act)] dt. 

(e) (o) 
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Definizione 2.8. Per ogni x,y € 2 poniamo 

d, (x.y) = inf{I,(y)/y L-amm., y(0) = x, y(1)=y} ,k= 1,2. 

Ovviamente, per la disuguaglianza di Holder, I,() £ I, (1) e, 

quindi, d, £ do. 

Proveremo fra poco che d, = do. A questo scopo introduciamo 

la seguente distanza su 9. 

Definizione 2.9. Sia A: [0,T] + RP una funzione continua a 

tratti e tale che |A(t)| s1 Wt e [0,T]. Sia y: [0,T] + @ una curva con 

tinua e c°!) a tratti tale che Y(t) = A(y(t)) X(t). Diremo allora che y 

è sub-unitaria per L, e porremo 1(y) = T. Per ogni x,y € 2 definiamo 

d(x,y) = inf{1(y)/y sub-unitaria, y(0) = x, y(1(Y)) =y}. 

Si riconosce subito che d è una distanza su &. Inoltre, se y: [0,T] +2 è 

Aly(t)) X(t), allora Y: [0,1] +9, Y(t)=y(Tt) sub-unitaria per L e Y(t) 

è L-ammissibile e 

vt) = ACY(T)) (ATE) T). 

Pertanto, per k = 1,2, 

È ! Kok ..1/k = peroitita!/st-1m. 
(0) 

Ciò prova che è d, < d per k = 1,2. 
k 

Dalla Proposizione seguente si dedurrà, allora, d, = d, = d. 

Proposizione 2.10. Per ogni x,y € Q risulta 
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d(x,y) £ d, (xy) 

Dimostrazione. Fissato e > 0 ad arbitrio sia y: [0;1] + © una 

curva L-ammissibile tale che 1, < d, (x,y) + e. Sarà pertanto 

{(t) = A(y(t)) x(t), con x: [0,1] + RP limitata e continua a tratti, tale 

che 

1 
[ |a(t)] dt = I, < d (xy) +e. 
0 

Sia ora o = ft tprcoto? una scomposizione di [0,1] tale 

che, posto u, 3 sup |A], k=1,2,...,9, Si abbia 
lt,_yoty] 

q 1 
) uzlt, - ty) < [ |A(t)| dt +e. 

k=1 O) 

Per ogni k = 1,...,Q poniamo ora 

Yi 10, u,(t, - tr.) +9 Yx (8) = vlt, + t/u,) + 

Si riconosce immediatamente cheg, è una curva sub- 

nette Yt,,) e vt). Allora 

unitaria per L che con- 

q CI 
d(xy) s ) dirt,,), rt) SL 107) = 

k=1 

q 
= na u,(t, - ty) <djy) +20. 

La Proposizione seguente suggerirà il modo di definire la di- 
stanza d anche nel caso in cui l'operatore L non si scrive nella forma 

È. O» 
LX - 
j=1 
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Proposizione 2.11. Supponiamo che il rango della matrice 

A = RITI sia costante ed uguale a min(p,n) in ogni punto di 9. 

Una curva y: [0,1] + 2, continua e cl) a tratti, è L-ammissibile se, e 

solo se, esiste u: [0,1] + R", continua a tratti e tale che 

(2.11a) = i(t) = (AAT) (Y(t)) ult) 

Si ha poi 

1 T 
(2.11b) 1, = | IA (y(t)) u(t)| dt. 

(o) 

Una curva y: [0,T] + 2 è sub-unitaria per L se vale (2.11a) e 

IA'(y(t)) ult) s1 Vtetro,t]. 

Dimostrazione. Se A: [0,1] + e (A: [0,T] + R") è continua a 

tratti e y: [0,1] +92 (y: [0,T] + 9) è continua, esiste una funzione conti 

nua a tratti u, avente lo stesso dominio di X, tale che 

A(y(t)) Alt) = (AA) (vY(t)) ult) 

per ogni t. Ciò prova la Proposizione 2.11. 

2 Osservazione 2.12. Se L = )Y X:= ) a,b. ) +... ri- 
fr! iù 

sulta AA = (b.,) = B. Pertanto (2.11a) e (2.11b) si scrivono, rispetti 
ik 

vamente, così 

(2.12a) v(t) = B(y(t)) ult); 

1 1/2 
(2.12b) 1, (Y) = [ < B(y(t)) ult), ult) > dt; 

(e) 
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infine, la condizione |A'(y(t)) u(t)| s 1 diventa < B(y(t)) u(t), u(t)>s 1. 

Osservazione 2.13. Se la matrice B è invertibile in ogni punto 

(1) di 2 (cioè se L è ellittico in 2), ogni curva y C a tratti e contenuta 

in 9 è L-ammissibile în quanto basta porre u(t) = 8 (vlt) Y(t) per ave- 

re y(t) = B(y(t)) ult). In questo caso 

1 

1,0) = [ <q), Berte) #00) >? de; 
lo) 

quindi 1, è la Lunghezza di y nella metrica riemanniana d, generata dal 

la forma bilineare 

-1 
g(x3Esn) =<B (x) E,n>. 

Di conseguenza d = de 

Diamo ora la definizione di d nel caso generale. 

Definizione 2.14. Sia L = E 9; (b;k I, 

(1.1). Un vettore € € R" si dice sub-unitario per L in X se risulta 

E = B(x) u con < B(x) u, u> S1. 

‘Una curva y: [O,T] + 9 continua e C 

) +... l'operatore 

(1) 
a tratti si dice sub- 

-unitaria per L se Y(t) è sub-unitario in y(t), q.d. su [0,T]. 

Infine, per ogni x,y € 2, poniamo 

d(x,y) = înf{T/I1y: [0,T] + 9, sub-unitaria per L, 

v(0) = x, v(T) sy} 

Vale allora il seguente Teorema di Fefferman e Phong [2] 
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Teorema 2.15. Sono equivalenti le seguenti affermazioni: 

€ 
1) ML GH 

C(K,e): d(x,y) s Clx - yiF, Vxy E K. 

) 
Se L = Di xi e se rango L(X,,...,X ) = n in ogni punto di 

92, la distanza d si può valutare in modo abbastanza preciso. Infatti: 

2) VKCc2Q21C 

Teorema 2.16. Se esiste un intero positivo m tale che lo spa- 

zio vettoriale generato da 

{7 00/1I] < m} 

ha dimensione n in ogni punto di 9, allora, per ogni compatto K CC 2 esi- 

ste C = C(K) tale che 

d(x,y) bS C|x a y!9, Vx,y e K. 

Dimostrazione. Se X € c° (9, R"), x ELQe t ER, indichiamo 

con e w il valore della soluzione al tempo t del problema di Cauchy 

x = X(x), x(0) = y. La funzione Rai è, quindi, una traslazione di ampiez 

za t lungo le traiettorie di X. Risulta 

rat e’by-neriogat dei), 

dove, qui e nel seguito, 0(1) indica una funzione limitata sui compatti 

di ]-5,6[ x 92, 6 > 0 opportuno. Sia ora J = (OAFERETA RO) una r-pla ordinata 

di vettori ; CE Vaia È Xp} j = 1,...,r;3 poniamo, set £ R, 
1 

tir. set 
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Si noti che d(x, E(J,t) (x)) <s r|t|, in quanto, posto x 3% 

se ag l k=1,...,r, risulta d(x,_4° x) < |t] e, quindi, 

r 
= < S d(x, E(J,t) (x)) = d(x 3%) S pa dx, 45%) s riti 

Se X} è un commutatore dei campi I TRZZENTE, di lunghezza |I|] = m, utiliz 

zando la formula di Campbell-Haurdorf si dimostra (cfr. [6], pag. 163) 

l'esistenza di una r-pla J tale che 

(2.16b) exp(t" x.) = E(J,t) + H(t) 

dove H(t) (x) = 0(1) 1"? 
Allora 

er) aride, 
(2.16c) exp(t x) en 

e. ts, 

dove J è una r-pla tale che 

Ed .t) +H(t) = explt"(-X,)) 

= m+l. ; 
con H (t) = 0(1) t'; si noti che (x) è un commutatore di lunghezza m. 

Poni amo 

pa PT > D 

E. (t) = 

ì E 1/m 
E(J let)" )s ser <0. 

Proviamo che la funzione (t,x) + ET(t) (x) è di classe cl). 
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E' sufficiente provare la continuità di 9 E, (t) (x)/at. Se.t > 0 si ha 

E.(t + h)(x).- E. (x) 
Le =-(t+h= i, t=at)= 

o 

| E(,t) - EO;t,) È 
= T*a Et ai t » 

t. - t h+o 

(per(2.16b)) = x, (exp(tt x )0)) + È Ct) 0x)/m ti! - 

1/m 
X7 (x) + 0(1) . 

Analogamente, per t < 0, si ricava 

sa 
9 ET (1) (x)/0t = x) + |î 0(1) 

. ciò prova la regolarità di Er 

Siano ora XI ae >XIn n commutatori di X “Api linearmente MELE 

indipendenti in un fissato punto x E Sia m; = |I]lsm, j=1,...,m 

Consideriamo la funzione F definita in un intorno dello zero 

cpl ; 
di R nella maniera seguente 

F(t) = Ft, it) = Ep (tn) © + 0 Eli) 00) 

(1) 
Per quanto precede F è di classe C° “. Inoltre, poiché 

E (1) (x) =x+T Xx) + fer 0(1), se |I] =m, si ha 

1+1/m 
n 

F(t) = x + È x; 06) t; + It] 0(1) 

Pertanto 
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oF 
> (0) = [x] (xe 03% (x)! 

1 n 

è invertibile e, quindi, per il Teorema di invertibilità locale, esistono 

p>0,0>0,M>0 tali che F({|t| < p})2 {|x - xl <o} e. 

IF(t) - F(o)]| Mt], vteR", |t|<p. 

Sia ora x € {|x - x < o} e sia t € Ri, |t] < p., tale che F(t) = x. 

Posto x 3 Ez, (ty) (x,-1) per k = 1,2,...,n, si ha 

n n 

d(x9%) SII dx 49) = DI dio Er lt 0,4) $ 

IN 

n 
ì vi 1/my 1/m C, È It, soltl ss 

1/m 
IA (c,/M°79) |F(t) - F(0)|!!" - c,lx - ua 

Poiché le costanti p, o ed M si possono scegliere dipendenti solo dal com 

patto K DX? K C 9, ciò prova l'asserto. i 

Il Teorema di Rothschilde Stein è, quindi, una conseguenza del 

Teorema di Fefferman e Phong e del Teorema 2.15. Dalla dimostrazione da 

noi fornita di questo ultimo, si deduce il Teorema di connettività di 

Chow-Hermann. 

Corollario 2.16. Sia £ un aperto connesso di R" e siano 

Xp € c°(a,R") tali che rango L(X,3:-+3%,) = n în ogni punto di 92. 
Allora, per ogni coppia di punti x,y € 9, esiste una poligonale continua 

yC£ che connette x ed y,ciascun lato della quale è curva integrale di 

uno dei campi + NT ELERE + Li 
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